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To evaluate the mechanical strength of fiber reinforced composites, it is necessary to consider 
singular stresses at the end of fibers because they cause crack initiation, propagation, and final 
failure. The singular stress field is controlled by geseralized stress intensity factor (GSIF) defined 

at the fiber end. In this study, periodic and zigzag arrays of cylindrical inclusions under longitudinal 
tension are analyzed by the application of the bady force method. The unit cell region is approximat-
ed as an axisymmetric cell; then, the problems are solved on the superposition of two auxiliary 

problems under different boundary conditions. The GSIFs are systematically calculated with varying 
the elastic modulus ratio and spacing of fibers. The effects of volume fraction and spacing of fibers 

are discussed in short fiber reinforced plastics.
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1.　緒 言

炭素繊維の普及および高強度,耐 熱性の熱可塑性樹

脂の急速な開発に伴って,最 近では,そ の生産性の高さ

から射出成形した短炭素繊維強化熱可塑性プラスチッ

クが機械・構造物によく用いられるようになった.し か

し,そ の繊維端部に発生した疲労き裂が伝ぱし破断に

至る(1)(2)ため,そ の強度を力学的に解明するには強化材

と母材界面の応力分布や応力特異性の強さの把握が必

要となる.実 際の繊維は3次 元形状を有するので,強 化

繊維の3次 元モデルとして取り扱う必要がある.こ の観

点から母材中に存在する円柱状介在物の問題(3)-(11)は重

要な応力集中問題の一つである.

いま,強 化繊維を円柱状とみなし,そ の繊維の配列と

して,図1に 示すように(a)周期配列および(b)千鳥配列

モデルを考えると,そ れらのひとつのセルはいずれも

図1(c),(d)に 示すような軸対称セルで近似可能である.

このとき,強 化繊維端部Aの ごく近傍では平面ひずみ

状態となるので,そ の特異応力場は母材に生じるσθ,M

を例にとれば式(1)で表 される(12).

母 材-3π/4≦ θ≦3π/4で は, (a) (b)

(c)

(d) (e)
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Fig.1 Unit cell model for 3D arrays of inclusions 
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(1)

式(1)で,λ1,λ2は,幾 何 条 件 と材 料 条 件 よ り得 られ る 特

性 方 程 式 の根(13)であ り,(γ,θ)は図1(e)に 示 す 端 部Aに

関 す る 極 座標,角 度 θは 角部Aの2等 分 線 か ら測 っ た

角 度 で あ る(図2～ 図4の 円柱 座 標(γ,θ,z)と異 な る).

また,(GM,VM)と(Gi,v,)は 母 材 と介 在物 の弾 性 定 数(横

弾 性 係 数 と ボ ア ソ ン比 〉で あ る.

今までに円柱状介在物を有する無限体の軸方向引張

り問題は剛体介在物について笠野ら(3),端部を丸めた

円柱状介在物について長谷川らωにより解析が行われ

ている.ま たeigenひ ずみによる円柱状介在物の応力,

変位場がTakaoら(5)Hasegawaら(6)Wuら(7)(8)に よって

考察されている.著 者らはさきに円柱状介在物が母材

中に単独に存在する場合の端部の一般化応力拡大係数

を剛性比と繊維のアスペク ト比を変化させて正確に求

めた(9)(10)しか し,実 際の繊維強化複合材料では強化

繊維が母材中に多数個配列しているため,そ の影響を

知る必要がある.そ こで,本 研究では強化繊維の3次

元配列モデル(図1(a),(b),(c))を 図1(d)に 示すよう

なユニットセル中に1個 の円柱状介在物が存在するモ

デルとして取扱い,介 在物端部の特異応力場の強さを

解析する.そ して,繊 維の体積含有率やユニットセル

の寸法が繊維端部の一般化応力拡大係数へ及ぼす影響

を,繊 維が単独に存在する場合と比較して考察する.

2。 補助問題の重ね合わせによる千鳥配列

をなす強化繊維の解析法

著者らは,さ きに図1(a)の 周期配列をなす介在物の

問題を体積力法の特異積分方程式で表現し,そ の一般

化応力拡大係数を繊維の長さ,間 隔,剛 性比を変化さ

せて考察した(11).そこで,本 論文では,3次 元千鳥配

列をなす強化繊維(図1(b))の 解析法を,前 論文と異な

る点を中心に説明する.以 下で(らIγ19Iν)は介在物の寸法,

(1,2,1、2)はユニットセルの寸法である.

2.1千 鳥配列の境界条件 まず図1(b)の ような

千鳥配列の問題を図1(d)の ユニットセルで表現する場

合の境界条件は以下のように表される.以 下で,μγοは

z=lz、におけるz方 向の一定の変位,μγοは式(3)で定義さ

れるγ=Iγ2におけるγ方向変位の平均値である。

(2)

ここで, (3)

式(3)が 成 立 す る こ とは,図2に 示 す よ うにγ=Iγ2上 の

2点2(1 ,2,2)とQ(lr2,lr2-Z)は 近 接 す るユ ニ ッ トセル の 等

価 な 点 で あ る こ とか ら理 解 で き る.さ らに,も し,図1

(b)に 示 す よ う にz=constの 面 に お け るOzの 平 均 値

σzav=σ0で あ り,r=constの 面 に お け る σγの 平 均 値

σrav=0で あ る な らば 式(4)が 成 り立 つ.こ こで,σ 。は式

(4)で 定 義 され る.

(4)

千 鳥 配 列 を 図1(b)や 図2の ユ ニ ッ トセル で 表 現 す る と

き の境 界 条件 は式(2)-(4)で 表 され るけ れ ど も,式(2),

(3)に 含 まれ るur0,Uz0は 未 知 で あ る の で これ ら を直 接 解

く こと は で きな い。

2.2補 助 問 題 の 境 界 条 件 そ こで,本 解 析 では 図3

(a),(b)に 示 す2つ の 補 助 問題 を考 え る.こ れ ら補 助 問

題 で も 式(2),(3)は 成 立す る もの と す る.但 し,図3(a)

で はur0=0,uzo=C1(任 意 の 定 数),図3(b)で は,

Uro=C1,uzo=0で あ る.こ の とき 式(5)に 従 っ て σ1～σ4

を計 算 す る.

(5)

こ こで,σ1～ σ4は,式(5)で 定 義 され る補 助 問題 【図3

Fig.2 A cylindrical inclusion in a unit cell 
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(a),(b)]に おけるz方 向およびr方 向垂直応力の平均

値である.い ま解析すべき,図1(b)の 問題と2つ の補

助問題の無次元化応力拡大係数を式(6)で定義すると,

これらには式(7)の 関係がある(付 録参照)。従って,補

助問題を解析することによって図1(b)の 問題を解析す

ることができる.

(6)

(7)

3.数 値 解析法の概略

図3(a),(b)の2つ の補助問題は,重 ね合わせの原理

に基づく体積力法の考え方により,無 限体中の一点に

集中力が働くときの任意の点の応力場の解と変位場の

解を用いて解くことができる。このとき問題は,母 材

と同じ弾性定数をもつ無限体Mな らび介在物と同じ弾

性定数をもつ無限体1に 分布させた体積力密度を未知関

数とする特異積分方程式で表現される.

以下の式で,求 めるべき未知関数は,無 限体Mま た

は無限体1の 円柱状介在物部分の仮想境界上に分布させ

る法線方向および接線方向の体積力密度(FnM1,FtM1)なら

びに(Fnl1,Ftl1,)であ り,ま た,ユ ニットセル部分の仮想境

界上に分布させる体積力密度(FnM2,FtM2),(Fnl2,Ftl2)であ

る.例 えば,hFnM1nn(r1,s1)は無限体Mの 円柱状孔となるべ

き仮想境界上の点r1,に法 線方向の単位強さの集中力

FnM1=1が 作用するとき,円 柱状孔となるべき仮想境界

上の任意の選点S1に 生じる法線方向の応力であり,r1,S1

は介在物の角部Aか らの距離,r2,s2はユニットセルの角

部Bか らの距離である.記 号∫l1は円柱状孔または円柱

状介在物となる境界上において体積力を積分すること

を意味し,∫l2はユニットセルの境界上において体積力を

積分することを意味する.

(8)

式(8)は介在物境界上の境界条件式σnM-σnl=0を 表す.

他の条件 τirtm=0,UrM-Ur1=0,UzM-Uv=uzl=0お よび

ユニットセル境界上の条件式(2),(3)も同様に表現でき

る.こ こで,(urM,uZM),(σnM,τnM)は 無限体Mの 円柱状

孔となる境界上に生じる変位と表面力であり,(url,uzl),

(σ【1,τmtl)は無限体1の 円柱状介在物となるべき境界上に

生じる変位と表面力である.本 解析では,無 限体Mと

無限体1に おいて介在物端部となるべき位置を一致させ

るため,無限体1の ユニットセル境界の位置にも体積力

を分布させる,す なわち0そ の密度1㍉2～1㌃2は式(9)を

満足する.

(9)

特異積分方程式の離散化数値解析のため,円 柱状介

在物およびユニットセルとなるべき境界をいくつかの

基本区間に分けた例を図4に 示す.円 柱状介在物の端部

A近 傍の離散化数値解析を例として説明すると,こ こで

は,一 般にモー ド1とモードIIの2種 類の変形が生じる

(a) (b)

Fig.3 Auxiliary problems. (a) ur=0, uz0=c
1 (b) ur0=C1, uz0=0
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ので,仮 想境界上に分布させるべき体積力FnとFiに 対

して図1の θ=0方 向に関する対称形(モ ード1)と 逆

対称形(モ ー ドII)の2種 類の分布形式を採用する.図

5の 端部AのAl2-A-A2の 範囲に分布させる体積力を以

下に示すように基本密度関数(rλ1-1A,rλ2-1A:端部 に対し

て対称および逆対称変形を表現する分布密度)と 重み

関数W1nM1～WIInM1等で近似する(式(10)).

(10)

(1)

式(10)に 含まれる基本密度関数弓λλ1-1,r1λ2-1は端部A先

端近傍について体積力密度の分布を精度良く表現する

ための関数で,そ れぞれ対称形(モ ード|)と 逆対称形

(モー ドの の変形を表現する.本 解析で用いる式(10)

(11)の 表現は,特 異応力場に対応する変形様式以外の

変形を含まない.従 って,式(9)で 表されるように無限

体1に も端部の近傍の変位を一致させるように体積力を

分布させる。以上のような離散化手法により,境 界上

に適当に選んだ点での境界条件から式(11)のan.～hn等

の係数を決定すれば,特 異積分方程式の解が得られる.

そ して,介 在物の端部Aに 関して定義された応力拡大

係数 瓦λ1,K1,λ1,KIIλ2は端部A先 端での重み関数のWin(0),

WIIn(0),wI1(0),WII2(0)から求められる.

4.解 析結果および考察

4.1解 の収束性 図2に 示すような3次 元配列を

なす円柱状介在物の端部の干渉問題において,介 在物

とユニットセルの寸法や剛性比GI/GMを 変えて繊維端

部の応力拡大係数KI,λI,Kn,λ2の解析を行った.な お,本

論文では簡単のためv1=VM=0.3と した.表1は,

Fi,λ1,FI,λ1,FII,λ2の値(異なる重み関数に対応する値の平均値)

の収束の例を示す.計 算に用いた境界の基本区間の例

Table1 convergence of F1,λ1and FII.λ2

Fig.4 Boundary division(lzl/lrl=10,lrn/lr1=5,la/Lz1=2)

Table2 Mechanical Properties of carbon fiber-

reinforced plastics

Table3 Mechanical properties of g1ass fiber-

reinforced plastics
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を図5に 示す(lz1/lr1=10,1,2/1、1=2,t,2/1,1=5).表1以外

でも検討の結果,境 界を図4に 示すような基本区間に分

割し前節の解析法を適用することによって,各 基本区

間の選点数M1=4～6で のFi,λ1,Fii,λ2の値が有効数字3

～4桁 程度まで収束しており,良 好な結果が得られる

ことが確認された.以 下では,こ のようにして求めた

FI,λ1,FII,λ2を介在物とユニッ トセルの寸法や剛性比

GI/GMを 系統的に変化させて示す.

4.2繊 維 の体積含有率を変化させたときの応力拡

大係数 表2,3に 短繊維強化プラスチックスの母材

と繊維の機械的性質を示す.こ れらの数値を考慮して

まず母材と繊維の剛性比GI/GM=60,繊 維 のアスペク

ト比LZ1/LR1=30に 固定し,繊維の体積含有率Vlと 母材の

アスペクト比Lz2/lr2を変化させて繊維端部の応力拡大係

数の解析を行った.こ れらの条件は表2に おける炭素

繊維とポリフェニレンサルファイドを組み合わせた繊

維強化プラスチックの場合等に相当する.な お,解 析は

千鳥配列(図1(b))と 周期配列(図1(a))の それぞれで行っ

た.表4は それぞれの場合での円柱状介在物の端部A

のFI,λ1,FII,λ2の値を示す.

表4に おいて繊維の体積含有率V1→0%は 母材の寸

法が介在物に比べ十分に大きいとき,即 ち,1,2/1,2→。,

lz2/lz1→∞の場合に相当する.ま た,case1,3は それ

ぞれ現有する計算機で,精 度よく計算できる幾何学的

限界点まで母材のアスペクト比1,2/1,2を小 さくまたは

大きくした点での結果であり,case2は 後述する千鳥

配列のグラフにおける極大値の点での結果を示したも

のである.図5は 千鳥配列における表4の 値を図示し

たものであり,図6は 周期配列における表4の 値を図

示したものである.

図5,6よ り,千 鳥配列と周期配列の両者において繊

維の体積含有率の増加に伴ってFI,λ1,FII,λ2がおおまかな

傾向としては減少しているといえる.ま た,繊 維の体

積含有率の増加に伴って,Ft,λ1,、FII,λ2の母材のアスペク

ト比Lz2/lr2に対する変化が大きくなる.また,FI ,λ1,FII,

．共に周期配列の場合は母材のアスペクト比Lz2、!1,2が増加

するにつれて,そ の値がなだらかに減少する,即 ち横

方向に分布する繊維が接近することが安全側となるの

Table4 (a) FI ,λ1 for zigzag array and periodic array Table4 (b) FII,λ2 for zigzag array and periodic array

Fig.5(a) F1 ,λ1 for zigzag array Fig.5(b) FII,λ2 for zigzag array

Fig.6(a) FI λ1 for periodic array Fig.6(b) FII λ2 for periodic array
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に対して,千 鳥配列の場合は極大値が発生しているこ

とが分かる.こ のことは2本 の強化繊維(長 方形介在

物)の 干渉効果を示す図7(14)よ り説明できる.

図7に 示すように繊維が真横に配置されている場合

(l=10)は,そ の接近に伴ってF1λ1,F2,λ2を減少させる。

(a)FI,λ1 at D vs.d relation (b)FII.λ2 at D vs.d relation

しかし繊維が斜めに配置された状態(l=0,1,2)で 接近

する場合にはFI,λ1,FII,λ2は増加する.千 鳥配列では,1

本の強化繊維に注目すると,他 の繊維が斜めと真横の

両方に存在するので,母材のアスペク ト比lz2/lr2が増加

するとき,即 ち他の繊維の接近に伴って2つ の効果が

生じることになる.よ って,.千 鳥配列では,繊 維が斜

めに接近して配置するある特定の位置で最も危険とな

り,FI,λ1,FII,λ2共に最大値をとると考えられる.こ の傾

向は繊維の体積含有率が変化しても認められる.更 に,

繊維の体積含有率が減少するにつれてその極大値は大

きくな り,そ のときの母材のアスペク ト比も大きく

なっていく.

4.3剛 性 比の干渉効果への影響について 次に

繊維の体積含有率Vj=20%,繊 維 のアスペク ト比

lz1/lr1=30に それぞれ固定 して,母 材と繊維の剛性比

G1/GMと 母材のアスペクト比lz2/lr2を変化させて4.2

と同様な解析を行った.こ こで用いた繊維の体積含有

率20%は,表2,3に 示すように多くの繊維強化プラス

チックの繊維の体積含有率に相当している.表5は そ

れぞれの場合での円柱状介在物の端部AのF1,λ1,FII,λ2

の値を示す.図8は 千鳥配列における表5の 値を図示し

たものであり,図9は 周期配列における表5の 値を図示

Fig.7 Results for two rectangular inclusions under 

plane strain

Table 5(a) FI,λ1 for zigzag array and periodic array 

(Volume percent of fiber=20%, lz1/lr1=30)

Table 5(b) FII,λ2 for zigzag array and periodic array 

(volume percent of fiber=20%, lz1/lr1=30)

Fig.8(a) FI,λ1 for zigzag array Fig.8(b) FII,λ2 for zigzag array

Fig.9(a) FI,λ1 for periodic array Fig.9(b) FII,λ2 for periodic array
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したものである.こ れらの図中には応力特異性指数(式

1の λ1,λ2)の値 も示している.図8,9よ り同じ幾何

学的条件でも,GI/GM=10→100と 剛性比が増加する

に伴って干渉効果が大となり,繊 維が単独に存在する

場合(図8,9のV1→0)と 比べてFI.λI,FII.λ2の減少の割

合が大となることが分かる.例 えばGI/GM=100で は,

周期配列と千鳥配列の両者を含めて,FI.λ1,FII.λ2の値が

繊 維 が 単 独 に 存在 す る場 合 の 値Fl.λ1|Vf→0'FII,λ2|Vf→0と比

べ てFI.λ1/FI.λ1|Vf→0=0.06～38,FII.λ2/FI.λ2|vf→0=

0.13～0.32で あ る の に 対 してGI/GM=10で は

FI.λI/FI.λI|Vf→0=0.17～0.99,FII.λ2/FII.λ2|Vf→=0.36～

0.92で あり,繊 維が単独で存在する場合とほとんど変

わらない場合もある.

4.4 繊 維 の最適な配列について 本論文では図1

(a),(b)に 示す周期配列および千鳥配列の問題を取 り

扱った.こ れらのモデルより繊維の体積率一定のもと

で理想的な繊維の配列を考慮すると,図5,6と 図8,9

より隣接する繊維が極端に接する場合を除き,ユ ニッ

トセルのアスペクト比lz2/lr2を大 とすれば,繊 維端部の

特異応力を小さくできることがわかる.

5. 結 言

(1) 2つ の補助問題の重ね合わせより,図1(a)(b)に 示

す周期配列と千鳥配列における強化繊維端部の特異性

の強さを支配する一般化応力拡大係数を解析する方法

を示した.問 題をユニットセル領域に置き換えて,そ の

境界条件を体積力法の特異積分方程式によって表現し,

未知関数を基本密度関数と近似式で近似して求めた.

実際の繊維強化プラスチックスのデータ(表2,3)を

基 に得られた結果を図表に示した。

(2) 周期配列(図1(a))に おいて繊維の体積含有率V1

が増加するとFI.λ1,FII.λ2ともに減少する(図6,9).V1=
一定の場合,母 材のアスペク ト比lz2/lr2が増加するにつ

れて,FI.λ1,FII.λ2の値が緩やかに減少する.即 ち横方向

に分布する繊維が接近することが安全側となる.ま た

その減少率は繊維の体積含有率が大きいほど大きい.

(3) 千鳥配列(図1(b))に おいて繊維の体積含有率V1

が増加するとFI.λ1,FII.λ2ともに減少する.但 し,そ の減

少率は母材のアスペクト比lz2/lr2に依存する(図5,8).

即 ちV1=一 定の場合,母 材のアスペクト比lz2/lr2の変化

に対して隣り合う繊維が斜めに接近して配置するある

特定の位置で最も危険となり,FI.λ1,FII.λ2共に最大値を

とる.ま た,繊 維の体積含有率が大きいほどFI.λ1,FII.λ2

の変化は大きく,曲 線の傾きも大きくなる.

(4) 強化 繊維が千鳥配列や周期配列をなす場合の

FI.λ1,Fn.λ2を強化繊維が単独で存在する場合と比べる

と,同 じ幾何学的条件でも剛性比の増加に伴って干渉

効果は大とな り,単 独で存在する場合よりもF1.λ1,

Fn,λ2の減少の割合が大となる.

(5) 繊維の体積率一定のもとで理想的な繊維の配列を

考慮すると,緒 言(2),(3)よ り隣接する繊維が極端に接

する場合を除き,ユ ニットセルのアスペクト比lr2/lr2

を大 とすれば,繊 維端部の特異応力を小さくできるこ

とが明らかとなった.

表2,3の デ ータは出光石油化学 ・後藤浩文博士の協

力を得た.ま た,結 果をまとめるに際し大学院生長尾

優樹君の助力を得た,深 くお礼申し上げます.

付 録

式(7)の 導 出について 与えられた問題[図1

および付図1(a)]は,ユ ニットセルに作用する応力の

平均値がσrav=σo,σrav=0でそのときの無次元化応力拡

大係数はは,FI.λ1,FII.λ2である.同 様に付図1(b)に 示す

ようにσzav=0,σrav=σ'0の状態を考える.そ のときの無

次元化応力拡大係数は,FI.λ1,FII.λ2である.こ れらと付図

2に 示す各々の補助問題の平均応力σ1,σ2,σ3,σ4に次

式のような関係が成立する.

(A1)

(A2)

式(A1),(A2)よ りFI.λ1,FI I.λ2を導 出す る と式(A3)を 得 る.

(A3)

(a)(b)

Fig.1 Problems.

Fig.2 Auxiliary problems.
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